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Полученную поверхность можно обработать только таким затылующим 
инструментом (резцом, шлифовальным кругом и др.), который будет иметь с 
ней точечный контакт, причем инструмент в процессе обработки должен со-
вершать движения, рассчитанные в зависимости от формы ее координатных 
линий. Последнее выполнить очень сложно. В частности, на обычных заты-
ловочных станках указанные движения осуществить нельзя, так как заты-
лующий инструмент управляется только одним кулачком. Получить такую 
форму задней поверхности зуба червячной фрезы каким-либо затылующим 
инструментом при его линейном контакте с этой поверхностью нельзя даже 
теоретически. Поэтому все применяемые в настоящее время способы получе-
ния задней поверхности зубьев червячной фрезы являются приближенными [4]. 
Каждый из этих способов предусматривает, что теоретически точную зад-
нюю поверхность червячной фрезы можно заменить другой поверхностью, ко-
торая более удобна в технологическом отношении, а по форме мало отличается 
от теоретически точной задней поверхности. Подбор заменяющей поверхности 
в каждом конкретном случае обработки детали достигается частичным измене-
нием формы режущих кромок червячной фрезы, формы кривой затылования, 
направления затылования, профиля и положения затылующего инструмента. 
Окончательным инструментом, затылующим заднюю поверхность червячной 
фрезы, является, как правило, шлифовальный круг. Поэтому в качестве заме-
няющей поверхности желательно брать такую, которую можно получить про-
изводящей поверхностью шлифовального круга и легко контролировать. С этой 
технологической точки зрения наиболее близко к теоретической форме задней 
поверхности червячной фрезы подходит винтовая поверхность. 
В предлагаемой статье искомый затылованный инструмент заменен на 
незатылованный, что позволяет повысить точность и снизить затраты на из-
готовление зубчатых колес.  
На рисунке 8 показана схема формообра-
зования квазиглобоидного червяка незатыло-
ванным производящим инструментальным ко-
лесом 2. Гиперболоидный профиль получаем 
при помощи круглого эвольвентного инстру-
ментального колеса. Это колесо не затылуется 
или остро не затачивается и имеет передний 
угол δ±30°, который зависит от обрабатываемо-
го материала и его твердости, а также твердости 
инструмента. Задние углы получаются автома-
тически и зависят от угла γ3 и линейного разме-
ра h. В свою очередь, величина угла γ3 и линей-
ный размер h зависят от конструктора машин, 
куда входит рассматриваемая зубчатая переда-
ча, то есть зависят от диаметра выбранной ква-
зиглобоидной заготовки в горловом сечении и 
 
Рисунок 8 – Схема формообразо-
вания квазиглобоидной заготов-
ки и квазиглобоидного червяка 
(колеса)
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выбранной величины h, которая зависит от угла β. 
При формообразовании квазиглобоидной заготовки круговая режущая 
кромка описывает цилиндрическую производящую поверхность. Диаметр 
круговой режущей кромки равен наружному диаметру цилиндрического пря-
мозубого колеса за вычетом 0,5mn. Задние углы на инструментальном цилин-
дрическом колесе равны 0°, т.е. затыловка или острая заточка отсутствуют. 
 
Выводы:  
1. Профилирование витков осуществляется при помощи незатылованных 
производящих колес.  
2. Использование незатылованных режущих инструментов снижает се-
бестоимость изготовления квазиглобоидных червяков.  
3. Предложенная схема формообразования квазиглобоидных витков 
(зубьев) позволяет получить линейный контакт при любом передаточном 
числе.  
4. Предложенная схема формообразования квазиглобоидных витков 
(зубьев) позволяет их уменьшить в готовом изделии примерно в десять раз, 
что значительно уменьшит вес проектируемого редуктора (мультипликатора). 
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НЕКОТОРЫЕ ВОПРОСЫ ГЕОМЕТРИИ ЦИЛИНДРИЧЕСКИХ 
ЗУБЧАТЫХ ПЕРЕДАЧ НОВИКОВА С АРОЧНЫМИ ЗУБЬЯМИ 
 
Рассмотрены некоторые вопросы геометрии цилиндрических зубчатых передач Новикова с ароч-
ной формой зубьев применительно к используемому на практике исходному контуру РГУ-5, 
включая уравнения боковых поверхностей зубьев и линий зацепления, элементы качества зацеп-
ления, приведенные выражения для определения главных кривизн. Полученные результаты лег-
ли в основу разработанных вычислительных программ для оценки прочностных характеристик 
данного зацепления.  
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Розглянуті деякі питання геометрії циліндрових зубчастих передач Новікова з арочною формою 
зубів стосовно використовуваного на практиці вихідного контуру РГУ-5, включаючи рівняння 
бічних поверхонь зубів і ліній зачеплення, елементи якості зачеплення, приведені вирази для ви-
значення головних кривизн. Отримані результати лягли в основу розроблених обчислювальних 
програм для оцінки міцностних характеристик даного зачеплення. 
 
Considered some geometry questions of cylindrical Novikov gearing with arched shape of teeth in rela-
tion to the original contour of the RGU-5, which used in practice, including the equations of the lateral 
surfaces of the teeth, the lines of action the elements of quality links, the redused expressions to deter-
mine the principal curvatures. The results obtained formed the basis of the developed computer pro-
grams to evaluate the strength characteristics of a given link. 
 
Цилиндрическим зубчатым передачам с арочными зубьями (далее – ароч-
ные передачи) в литературе уделено незаслуженно мало внимания: исследова-
ния касаются, в основном, способов нарезания арочных зубьев и в некоторой 
степени их обобщённой геометрии. В то же время многие исследователи [1-4] 
отмечают несомненные достоинства данных передач, в частности, следующие: 
1) повышенная изгибная прочность в сравнении с прямозубыми и косо-
зубыми передачами; 
2) повышенная контактная прочность благодаря работе выпуклой в про-
дольном направлении стороны зуба одного колеса пары с вогнутой стороной 
зуба другого, что обеспечивает благоприятные кривизны и условия смазки; 
3) возможность достаточно высокопроизводительного нарезания зубьев 
колес (при способе непрерывного деления); 
4) возможность самоустановки колес пары и благодаря этому более рав-
номерное по сравнению с косозубыми передачами распределение нагрузки 
вдоль сопряженных поверхностей зубьев;  
5) сниженные шум и виброактивность передачи; 
6) пониженная чувствительность к перекосу осей колёс при монтаже; 
7) простота достижения модификации сопряженных поверхностей за счет, 
например, использования резцовых головок с разными для нарезания шестерни 
и колеса номинальными диаметрами, что дает широкие возможности влиять на 
распределение напряжений вдоль зубьев, снижая их концентрацию, особенно у 
торцов зубчатого венца, и повышая нагрузочную способность передачи; 
8) наконец, отсутствие осевых усилий в зацеплении, что позволяет уп-
рощать конструкцию опор приводов; по сравнению с традиционными шев-
ронными арочные передачи более компактны, т.к. не имеют технологической 
канавки между полушевронами, более точны и технологичны, поскольку зу-
бья нарезаются без переустановок режущего инструмента.  
Перечисленные достоинства позволили осуществить ряд внедрений 
арочных передач. По данным источника [2] это выполнено в приводах гидро-
насоса и воздушного винта вентиляционно-оросительной самоходной установ-
ки УМП 1А, приводе дробилки, в проходческих и очистных комплексах типа 
КОВ 25, ПВ 1000 и КПВ 6, в качестве тяговой передачи магистрального тепло-
воза типа 2ТЭ и др. 
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Что касается использования зацепления Новикова в цилиндрических пе-
редачах с арочными зубьями [2], то достаточно полные сведения о геометрии, 
прочности и нагрузочной способности таких передач практически отсутствуют. 
Тем не менее, можно с большой вероятностью ожидать, что в таких передачах 
возникнет синергетический эффект, суммирующий достоинства как самого за-
цепления Новикова (высокая контактная прочность), так и арочной формы 
зубьев (см. выше). Достаточно констатировать, что в ряде случаев контактные 
точки на сопряженных поверхностях будут эллиптическими, т.е. характер кон-
такта будет выпукло-вогнутым во всех направлениях, а это приведет к сущест-
венному снижению эффективных контактных напряжений.  
Сказанное с очевидностью свидетельствует об актуальности проведения 
исследований цилиндрических передач Новикова с арочными зубьями. 
Приведем кратко некоторые исходные геометро-кинематические пред-
посылки, лежащие в основе арочных передач Новикова. При этом рассмотрим 
наиболее распространенный случай – круговые зубья. 
Формирование зубьев обкаткой можно представить, обратившись к ри-
сункам 1 и 2. На рисунке 1 условно показан зуб кругового полушеврона исход-
ной рейки двухлинейного зацепления для шестерни с вогнутой рабочей сторо-
ной, а на рисунке 2 – нормальное сечение зуба рейки, представляющее собой 
соответствующий исходный контур (в данном случае РГУ-5 [5]). 
 
 
Рисунок 1 – Зуб арочного полушеврона производящей рейки для шестерни 
с вогнутой рабочей стороной 
 
На рисунках 1 и 2 обозначено: I-I – линия симметрии головки зуба, II-II – 
средняя линия зубчатого венца, III-III – делительная линия, 0m  – модуль инст-
румента (производящей рейки), wb  
– рабочая ширина зубчатого венца, 0r  – 
номинальный радиус продольной формы зуба, ρ  – радиус окружности профи-
ля зуба исходного контура, x – расстояние от центра радиуса ρ  до линии III-
III, l – расстояние от центра радиуса ρ  до оси симметрии (впадины) зуба, ϑ – 
текущий профильный угол, KKK fa ,,  – текущая точка соответственно на го-
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ловке зуба (с углом aϑ ), ножке зуба (с углом fϑ ) и на линии симметрии зуба 
(с углом β  и координатами uu zy , ). 
 
 
Рисунок 2 – Нормальное сечение зуба производящей рейки с исходным контуром РГУ-5 
 
Параметрические уравнения рабочих поверхностей зубьев в системах 
координат, связанных с вращающимися колесами, находящимися в заданном 
движении по отношению к производящей рейке, могут быть принципиально 
























                                                 (1) 
 
где βϑ,  – криволинейные координаты, ϕ  – параметр обкатки. 
Условимся индексом " a " помечать параметры, относящиеся к головке, а 
индексом " f " – к ножке зуба. 
В системе kkk yxO  уравнения профиля зуба: 


































Учитывая, что )cos1(0 β−= ryu  и βsin0rzu = , получим уравнения по-
верхностей производящей рейки в системе :pppp zyxO  






















































где 1x  – смещение производящей рейки при нарезании шестерни. 
Ниже рассматривается случай равносмещённого сдвига, т.е. 21 xx −= . 
Используя положения пространственной теории зацепления [6], запишем 
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Последняя строка – уравнение зацепления 0),,( =ϕβϑf  – см. (1). 
В системе (2) начальный радиус zmr t= , где tm  – торцовый модуль, z - 
число зубьев зубчатого колеса, остальные параметры – из таблицы 1.  
 
Таблица 1 – Параметры, входящие в систему (2) для контактной точки 
1=k  2=k  Пара- 
метр ai ,1=  fi ,2=  fi ,1=  ai ,2=  
ρ  
aρ  fρ  fρ  aρ  
a al  kal αρ cosΔ+ )5.0( 0ml f π+− )5.0( 0ml f π+− kαρ cosΔ+  
b 1xxa −  1xx f − )( 1xx f +− )( 1xxa +−  
ϑ  kα  kα  kαπ + kαπ +  
r 1r  2r−  1r  2r−  
r0 10 )1(
+− tr  10 )1(
+− tr  10 )1(
+− tr  10 )1(
+− tr  
φ aϕ  21 / zzaϕ  fϕ 21 / zzfϕ  
β 1)1( +− taβ  
1)1( +− taβ  1)1( +− tfβ  
1)1( +− tfβ  
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В таблице 1: af ρρρ −=Δ , kα  – угол профиля зуба в точке контакта. 
Индексы означают: 1=i относится к шестерне, 2=i  – к колесу; 1=k  – контакт 
головки зуба шестерни с ножкой зуба колеса, 2=k  – контакт ножки зуба шестерни с 
головкой зуба колеса; 1=t  – вариант с вогнутой рабочей стороной зуба шестерни 
(выпуклой стороной зуба колеса), 2=t  – вариант с выпуклой рабочей стороной зуба 
шестерни (вогнутой стороной зуба колеса). 
 
Переходя к неподвижной системе координат, полагая kfa αϑϑ ==  и 
подставляя значение ϕr  из уравнения зацепления в уравнения координат, 
получим уравнения линий зацепления: 

























                         (3) 
- для ножек зубьев 

























                          (4) 
 
Уравнения (3) и (4) представляют собой параметрические уравнения эл-
липсов, сильно вытянутых вдоль оси z  (эксцентриситеты эллипсов близки 1), 
лежащих в плоскостях, параллельных начальной и отстоящих от последней на 
расстояниях соответственно )(sin 10 xxx aka −−= αρ  и )(sin 10 xxx fkf ++−= αρ . 
Большая ( 0a ) и малая ( 0b ) полуоси эллипсов соответственно равны:  
- для линии зацепления головок  
 
00 cos rla aka ++−= αρ ,  kaka xxb ααρ ctg)(cos 10 −+−= ; 
 
- для линии зацепления ножек  
 
000 5.0cos mrla fkf παρ −+−= ,  kfkf xxb ααρ ctg)(cos 10 +−= . 
 
На рисунке 3 пунктиром показаны линии зацепления головок (1) и но-
жек (2) зубьев для варианта 1=t . Отметим, что в этом случае эллипс линии 
зацепления головок имеет выпуклость, противоположную выпуклости линии 
зуба, а эллипс линии зацепления ножек имеет выпуклость в ту же сторону, 
что и выпуклость линии зуба. При 2=t  картина будет обратной. 
Одной из важных характеристик арочных передач Новикова является 
коэффициент продольного перекрытия зубьев. Обычно он определяется по 
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полушеврону и характеризует теоретическое количество точек контакта, ко-
торое, учитывая симметрию полушевронов, удваивается для всей передачи. 
При вращении колёс точки контакта движутся одновременно по обоим полу-
шевронам от центра зубчатого венца, где угол 0min==ββ , к его торцам, где 
maxββ = , или наоборот. 
 
 
Рисунок 3 – Линии зацепления (эллипсы) для головок (1) и ножек (2) зубьев,  
вариант 1=t   
 
Пользуясь уравнениями зацепления системы (2), можно найти соотно-
шение между текущими углами iϕ  поворота зубчатого колеса и текущими 
углами iβ  наклона зуба для контактных точек по головке и ножке зуба: 
 
[ ] 1100 /ctgαcos)(coscos rxxrlr kaiaaiaiaai βββϕ −−±+= m ; 
[ ] 11000 /ctgcos)(cos5.0coscos rxxmrlr kfiffifififfi αββπββϕ ++−±−= m ,   (5) 
где 
)cos/()arcsin( 0 akawaiai lrbb ±= αρβ m ; 
)cos5.0/()arcsin( 00 fkfwfifi lmrbb mm αρπβ ±= ,                    (6) 
 
)( fiai bb  – текущее положение контактной точки по оси z , выраженное в до-
лях ширины wb  зубчатого венца (верхние знаки здесь и далее при ,1=t  ниж-
ние – при .2=t ) 
Очевидно на торцах имеем 5.0max =b , в середине 0min =b . 
Коэффициенты βε  продольного перекрытия определяются как отношение 
угла поворота зубчатого колеса при прохождении контактной точки от середины 
до торца (или наоборот) к угловому шагу, равному 1/2 zπ . Из (5) и (6) следует, 
что коэффициенты βε  по головке и ножке будут разными, в частности, для 1=t : 
- по головке зуба 
 
              [ ] )2/()1(cosctg)( 1max011 rrxxlz akaaa πβαε β −±−−= ;                   (7) 
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- по ножке зуба 
 
    [ ]{ } )2/()1(cosctg)(5.0 1max1001 rxxlmrz fkfff πβαπε β −+−+−±= .         (8) 
 
Для ориентировки можно воспользоваться некоторым усреднённым ко-
эффициентов продольного перекрытия: 
 
    [ ] )()/5.0arcsin(5.0tg5.0)( 0. twwср mrbb πε β = .                           (9) 
 
Для расчёта контактной прочности рассматриваемых передач необходи-
мо располагать сведениями о приведенных главных кривизнах взаимодейст-
вующих поверхностей арочных зубьев. 
Отметим, что при контактировании по варианту 1,1 == kt  или 2,2 == kt  
поверхности зубьев шестерни и колеса состоят из точек гиперболического клас-
са, а при контактировании по варианту 2,1 == kt  или 1,2 == kt  поверхности 
зубьев шестерни и колеса состоят из точек эллиптического класса. 
В отличие от косозубых, в арочных передачах Новикова кривизны по-
верхностей в контактных точках являются переменными величинами, зави-
сящими как от варианта ( kt, ), так и от угла )( fiai ββ  наклона зуба.  
Определение главных кривизн поверхностей и соответствующих главных 
направлений может осуществляться разными методами – кинематическим [6], 
методом дифференциальной геометрии и т.д. По главным кривизнам и направ-
лениям на поверхностях зубьев шестерни и колеса находят приведенные глав-
ные кривизны взаимодействующих поверхностей в точках контакта для раз-
личных фаз зацепления. Значительная вычислительная работа переведена нами 
на машинный язык. Ниже приведены результирующие зависимости для опре-
деления профильной αK  и продольной βK  приведенных главных кривизн: 
 
[ ];/)(sin/)(cos/sin/cosabs 12122222 βαβαα θαθααα RRRRK −−−−+=  
[ ]12122222 /)(sin/)(cos/sin/cosabs βαβαβ θγθγγγ RRRRK −−−−+= ; 
[ ]{ })/()()2cos(/)2sin(arctg5.0 11111212 −−−− −−−= αβαβθθα RRRR , 
 
где απγ += 2/ ; )( 21 αα RR  – главный профильный радиус кривизны поверх-
ности зуба шестерни (колеса), )( 21 ββ RR  – главный продольный радиус кри-
визны поверхности зуба шестерни (колеса), θ  – угловой параметр, вычис-
ляемый через квадратичные формы поверхностей.  
Остановимся вкратце на некоторых вопросах качества зацепления, характе-
ризуемого, в частности, условиями неподрезания зубьев, а также допустимыми 
толщиной вершины зуба и положением полюсной линии при зацеплении пары. 
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Как известно, в передачах Новикова подрезанию может подвергнуться 
выпуклая головка зуба. Условие подрезания с достаточной точностью описы-
вается кубическим уравнением [5] 
 
0sinsin 3 =++ vnvn ba ϑϑ ,                                     (10) 
 
где )/()(2;/)(2 *2**** avavvav zxxbzxxa ρ−−=−=  (здесь и далее звёздочка 
означает отнесение параметра к модулю). 
Подрезания  активной части головки зуба не наступит при соблюдении 
условия  
pn αϑ ≤ .                                                    (11) 
 
( pα  – минимальный угол профиля на головке – см. рисунок 2). 
Раскрывая коэффициенты vv ba ,  и решая (10) относительно коэффициента 
*x  смещения, получим простые инженерные формулы для предельных значений  
  
)1(sin5.0 ***min +−= Lxx paa αρ ; 
  )1(sin5.0 ***max −+= Lxx paa αρ ,                                  (12) 
 
где */sin21 avp zL ρα+= , αρ  – радиус головки зуба (см. рисунок 2), β
3cos/zzv =  
– приведенное число зубьев. 
Теперь условие неподрезания запишется в виде  
 
          ***
maxmin
xxx ≤≤ .                                              (13) 
 
Поскольку в середине зубчатого венца имеем 0cos =β и наименьшее при-
веденное число зубьев zzv = , то здесь условие (13) будет лимитирующим. 
Если отвлечься от метода нарезания и параметров резцовых головок, мо-
гущих вносить свои коррективы, то здесь же будет наименьшей по ширине 
зубчатого венца толщина зуба по вершине, а максимальный коэффициент 
смещения производящей рейки выразится приближённой зависимостью: 
 
                                      SSvS bzax
γ)(*max −= ,                                         (14) 
 
где коэффициенты SSS ba γ,,  зависят от параметров исходного контура и од-
нородности или неоднородности (т.е. наличия поверхностного упрочнения) 
материала зубьев колёс [5]. 
Современные исходные контуры (в том числе РГУ-5) имеют выклю-
ченную из работы с помощью вогнутого переходного участка ab (рисунок 2) 
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неблагоприятную в контактном отношении околополюсную зону, что осо-
бенно важно для зубьев с высокотвердыми рабочими поверхностями. 
Для передач, нарезанных со смещениями *х , в зацеплении возможна 
ситуация, когда расположение полюсной линии окажется в области активных 
участков поверхностей головки или ножки зуба, т.е. в зоне контакта, что не-
допустимо, т.к. при этом функция участка ab по выключению полюса окажет-
ся бесполезной. Поэтому величина *wx  смещения полюсной линии, опреде-







* zzxxzxxw ++−= , должна по абсолютной вели-
чине не превышать допустимый уровень (см. рисунок 2) 
 
{ })sin(),sin(min ***** fffapaw xxx −−= αραρ .                     (15) 
 
В таблице 2 для примера приведены предельные значения коэффици-
ентов смещения производящей рейки при нарезании арочных зубьев Новико-
ва с исходным контуром РГУ-5, превышение которых приводит к ухудшению 
качества зацепления. Примеры даны для чисел зубьев z=9 и z=25. 
 
Таблица 2 – Предельные значения коэффициентов смещения производящей рейки 









9=z  25=z 9=z  25=z  9=z  25=z  
*
maxx  0.407 0.621 0,147/0,430 0,615/1,113 0,177 
*
minx  –0,384 –0,598 Без ограничений –0,177 
*) в числителе даны значения для зубьев с поверхностным упрочнением, в знаменателе – для 
зубьев с однородной структурой материала. 
 
Выполненное исследование позволяет определить исходные данные для 
прочностного расчёта арочных зубьев Новикова с учётом качества зацепления. 
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ДИНАМІЧНІ ХАРАКТЕРИСТИКИ ПРУЖНИХ ШПОНКОВИХ 
З’ЄДНАНЬ ТИПУ ВАЛ-МАТОЧИНА 
 
Розглянуті динамічні властивості пружних шпонкових з’єднань приводів, при передачі ними пе-
ріодичного, ударного довготривалого і короткотривалого навантаження та їх значного переван-
таження, аж до зупинки виконавчого механізму, від вала до маточини або навпаки без врахуван-
ня втрат енергії у них.  
 
Рассмотрены динамические свойства упругих шпоночных соединений приводов, при передаче 
ими периодического, ударного длительного и кратковременного нагружения и их значительной 
перегрузки, вплоть до остановки исполнительного механизма, от вала до ступицы или наоборот, 
без учета потерь энергии в них. 
 
Dynamic properties of transmissions resilient keys connections, during the transition of periodical, 
forced, permanent and short-term loading and significant overload up to the stoppage of executive de-
vice from shaft to hub or other way without considering of energy loses are considered.  
 
З’єднання пружними призматичними шпонками описані в роботах 
[1…5]. Схема одного з’єднання показана на рисунку 1. Її можна розглядати як 
загальну для всіх пружних шпонкових з’єднань. Тут вал 1 і маточина 2 (шків, 
зірочка, зубчасте колесо тощо) з’єднані між собою пружною призматичною 
шпонкою 3. Пружний зв'язок вала та маточини дозволяє знизити короткочасні 
перевантаження, забезпечує, наприклад, плавніше входження зубів у зачеп-
леннях зубчастих передач та інші переваги для привода. 
 
 
Рисунок 1 – Схеми роботи з’єднання типу "вал-маточина" 
з пружною призматичною шпонкою: 
а – до навантаження; б – після навантаження; 
в – для визначення кута повороту вала відносно маточини 
 
Однією із основних характеристик пружних шпонкових з’єднань є його 
